.,;,;@ 45 | | A

- Tgﬁ.sﬁéﬁdcto. cuya forma y dimensiones, se indican en la ﬁgura-ll-30, ostd sometlda a un &
momento flector M aplicado en v
su centro de gravedad 0 y for- i

mando 30° en sentido negativo,
con la horizontal.

|
. D- ! C

Las tensiones admisibles del Eocn:” - =
material son: i ;
acompresion Ug = 100 kg/ecm? 0 ! 5 {/5 s |
a traceion or=80kglem?. ” N - '
Se pide: _ Y M ;:

Valor maximo de [M] que ki A ) B
puede TpRE B pieza. |_’40 em. (20cmy 40 em.  120¢m.) 40 em
Resolueidn: ; Fig. 11-30

Los ejes Ox, Oy son prinei- ' N
" pales de inercla puesto que el eje Oy es de simetrfa, Por tanto, la expresién [11-10] se
convierte en!

20
o=t Lo, X Iny
il ,
donde My = [M] cos 30° = 0,865 |H|

M, =~ [Mi| sen 30°=-0,5 |M)

Vamos a determinar la posicién . del centro dé gravedad y para ello vamos a tomar
momentos ostdticos respecto a un eje horlzontal AB (fig. 11.30).

2(60-20+30) -+ 160-20:70=yg (26020 + 160 - 20)
de donde " yg = 52,867 cm.
que es la distancia desde ol centro de gravedad 0a la horizontal AB,

. 3 2
I = ﬁ%_z_z_o 4160+ 20 (17,143)2 + 2 [301_‘2303 +20-60 (22,857}2] = 3,021 - 106 emé4

1y=2~°1'2ﬂ3. +2[§91:2L03+20-60-(3012J=9,066- 105 cmd

Por tanto, la tensién en un punto cualquiera es:

+0,5 |- X

= W Y 0.066 - 106
o, =0,865 |M] 3021100 0,066 - 106

La fibra neutra la obtenomos igualando a cero la expresion anterior, con lo que resulta:

y=—0,193 x
Dibujando esta fibra neutra vemos que los puhtos més elejados son el C(80; 27,143)
¥y A {—40;552,857),

Las tensiones en estos puntos, serdn:

=0 27,143 = 80 12,184 =
0,)¢ = 0,865 [M].- 22143 4 ¢ 6 i) =12,
(0,); = 0,865 | I 5027 106 T 05 19,066-106 f06 /Ml

a tracclon:

. R =62857) | o e (~40) 17,34 0
= 0,865 |M 857 4 05 17i] . w1
(02), 5 1M 5 521 1o OBIPﬁIQ,UGGJ‘IOﬁ ~ Sos M

a compresion

. i ) I
Por tanto, el mdximo valor de |M| que puede soportar la pieza, vendra dado por el menor
de los dos valores siguientes:

Y 60 - 10¢
= =48 . 5 =
Ii\ﬁl 12,184 48,24 - 105 cm kg = 49,24 inTn

. 6
()= 180 10° - 67,67 105 cm kg = 67,67 mTn

Es deelr, en valor absoluto, el mayor momento qiw puede sop.ortar la seccidn serd:
4924m'tn. *




o bien:

;@fam‘@lo. m;l ff ?

Una seceion de hormigdn (fig. 11-31) de forma cuadrada de 80 em. de lado tiene un hueco
W circular de 10 cm de radio, El hormigén
tene un mddulo de elasticidad de
40ch *
joem] |
froen] |

2+105 kgfem? y una tensién normal
admisible tanto a traccién como a com-
presion de 160 kg/em?,

El hueco ‘se rellena de acero de mo-
dulo de elasticidad 2 - 10% kg/em? vy de
tenslon normal admisible, tanto a trac-

"’o;‘ : wil e ¢ién como a compresidn de 1200 kgfom?,

[ < e el de tal manera que se supone que acero y
"' A : T B hormigén trabajan solidariamente unidos.
Flg. 11-31 Sobre la seccién conjunta se aplica un

) momento flector. M que leva la direc-
cidn y sentido del semieje positivo Ox. ;

Se pide: '
Valor maximo de |t Ique puede soportar la seccién,

Resolucidn:

Comao consecuencia de la actuacién del momento ﬁﬁ, la seccién tiene un givo alrededor de
la fibra nautra (que en este caso coincide con el eje Dx), pasando de la posicion 1-1 a la 2-2.
(Figura 11,32, donde en la parte (a) se ha leprasentada la seccién en verdadera magnitud v
en la parte (b) de perfil).

Para entender qué es lo que su-
cede en este caso, remitimos al lec-
tor al problema 1 de este capitule.
Vimos alll’ que al actuar una fuer-
za de compresién, el cilindro se
acortaba y una seccian cualquiera
s¢ movia paralelamente a s misma.
Por tanto la deformacion unitaria €
en cualquier punto del acero y
cuatquier punto del hormigén, tle-
ne qgue ser la misma, Sin embargo,

Fig. 11-32 en este caso, una fibra cualquiera

como la EF (fig, 11-32) ha pasado,

en perfil, de la posicion H a la H', es decir, ha experimentado una deformacion HH', que serd

la misma para todos los puntos, sean de acero, sean de hormigdn, pero pertenscientes a dicha

fibra. 81 consideramos otra fibra cualquiera, como puede ser la [ J (fig. [1-32) resulta que,

en perfil, esta fibra ha pasado de la posicién K ala K' y, por tanto, la deformacién, si bien ha

de ser la misma para todos los puntos de la fibra | J, no ha de colncndh conla deformdcién
de los puntos de la fibva EF, 2

Vemos, pues, cudl es la deferencia entre la flexién pura en una seccidn mixta y el esfuerzo

axil en el mismo tipo de secciones. Mientras que en este segundo caso, la deformacién en
cualquier punto del hormigén y cualquier punto del acero, ha de ser la misma, en la flexion
pura, la igualdad de deformaciones ha de cumplirse, Gnicamente entre puntos situados en la
misma fibra (0 lo que es lomismo, en la misma paralela a la fibra neutra),

Pues bien, en ests caso (igual que sucedia en el problema 1) actuard el mdximo momento

flector posible sobre la seccidn cuando, al menos, uno de los dos materiales se agote, es decir,
cuando al menos, en un punto aparezea por primera vez la tensién admisible,

Paraqueel acero se agote, en el punta mas alejado de la fibra neutra (que sevd ol L (fig. 1[ -32)

y el simétrico respecto de Ox) tiene que existir la tensién admisible.

Pero como la igualdad de deformaciones nos da:
€, = €, (en puntos de la misma fibra)

Gy
Ea

On
En

o

> Ua:10cr|] * ¢

resulta-que si el punto L trabaja a la tension admisible del acero, es decir, a 1200 kg/cm?, cual-
quier punto del hormigdn que se encuentre en la misma fibra que L tendvd que trabajar a
120 kgfem?, que efeotivamente estd por debajo de la tensidn admisible del hormigdn, Sin
emnbargo, si un punto cualquiera del hormigén en la fibra pasando por L trabaja a 120 kg/em?,

los puntes de hormigon situados en la fibra DC (o la simétrica respecto de Ox) que es la mis
alejada de la fibra neutra, trabajardn a una tensién:

0=120" ij% = 480 kg/om?




que supera a la tensién admisible. Luego no puede ser el acero el matorial que se agote. Ha de
ser, por tanto, el hormigdn. Pero éste se agota, cuando en la fibra més alejada de la fibra
neutra aparece la tension admisible de 160 kg/cm? y, por tanto, en los puntos del hotmigon
.situados en la fibra, pasando por L., existird una tension

0=160" lo 40 kgfem?

¥ en consecuencia en ¢l punto L del acero tendremos;
0 = 400 kg/cm?

Teniendo en cuenta que los efes Ox, Oy son principales de inercia y que My, = 0, la expresion
[11-10] se convierte en este caso en:

g,=M, L~

B

" Por tanto, ¢l momento que absorbe el acero viene dado por

10

acera (l

400 = (M,

*"acero

1 _ 1109 4 4 %
donde (lx)mm— 3 =0,785+ 10% cm*, con lo que:
_400-0,786 109 _
(Mxlacmu e =3,14-105 cm kg

El momento que absorbe el hormigdn viene dado por:

_ 4D
160= (M")hurmlgén (1)
%! hormigbn
4 ‘
donde (1), mugon = 33 — e > = 340,648 10% e, con Io que:
. 5 . 4
Mgy = 220 049 10 = 136,219 - 105 em kg

El momento total que absorbe la seccién es:

M= (M) (W)

acera hormlgén

= 139,359 - 105 cm kg = 139,359 mTn

Vemos que pese a que se estd desperdiciando acero, puesto que lo estamos haciendo traba-
jab a una "tensién menor que la admisible, no podemos aumentar el fomento que actiia sobre -
la seccion, puesto que inmediatamente se romperia gl hormigén.

*

La seccibn de hormigén ABCD, cuyas dimensiones se indican en la figura I1-34 tigne un
momento resistente minimo, de valoy:

Wi =18+ 108 ¢m?

El hormigén tiene una tensidn admisible
a traccidn y a compresién de valor

| sn® G0EH, © Oagm = 100 kg/em?
y un médulo de elasticidad de 105 kg/em?,
] Se¢ quiere que la seccion aguante un mo- <
- mento flector M,, de valor i
My =20mTn
Fig. 11-34

y para ello, si no es suficiente con la pro-
pia seccién de hormigon, se refuerza la misma con dos placas DD'AA’ y CC'BB’ (fig, 11-34) de
acero de modulo de elasticidad de 2+ 106 kg/em? y una tensubn admisible de 1200 kg/em?,
de’'60 em de altura y & centimetvos de ancho, cada una,

L A

Se pide:
Determinar el valor de “a” necesario para que la seccién conjunta soporte al momento de ;
20 mTn, caso de que Ja seceidn de hormigdn original, no sea suficiente.




Resolucién:

Llamamos la atencion del lector, sobre el hecho de que el hormigdn no es un material apto
para resistiv esfuerzos de traccion, pero por ahora lo utilizaremos con las resistencias dadas
eil los enunciados de los problemas,

Vamaos a comenzar comprobando si s suficiente con el hormigén, thicamente, para sopor-

tar ol momento de 20 mTn,

Omix = "M_}E— H Mx = Oy ‘Wmin =100-18-10%=18-105 cm kﬂ
Wmln

Por tante, la seccidn de hormigdn sola, no puede soportar el momento de 20m Tn=

=20+10% cm kg, :
La igualdad de deformacionos entre puntos de hormigén y acero situados en la misma fibra,
da: .
E‘] o= ED. e Ua =20 0“
Ea Ep E
L Sa
Eu

Luego si los puntos de hormigdn situados en la fibra mas algjada de la fibra neutra (eie Ox)
trabajan a la tension admisible, es decir, a 100 kg/em?, los puntos de acero de la misma fibra
tendian que trabajar a 2000 kg/em? cosa que no’es posible, puesto que la tensidn admisible
del acero se 1200 kg/em?. Por lo tanto, se agota el acero, mientras que los puntos de hormigon
de tensién maxima trabajan a una tensidn de:

209 60 kg/em?

20
inferior a la admisibla. .
El momento que soporta el acero es: M
W = 1200 (1), 6\_ ,___Z,
*lacero T & I

donde (I,) =2 %ﬁzas - 103 - a em?

acero

lwego (M) =144 a2+ 105 cm * kg

acéro

El momento que soporta el'hormigdn es:

(m,) - GQ ) “"’hormjgén
¥ hormlgén — 30
donde
30 GO3
{1y hormigén 'T2ﬂ' =64+ 10" ¢mt
luego :
’ (M) = 6054109 _
%" hormlgén _T =108+ 105 ¢m kg

Tendrd que cumplirse, pues,
20-105=14,4+2-105 + 10,8 - 105

de donde: :

a = 0,639 ¢cm. : i
ﬁr’miﬁf"f Aiq

* ) |
La se‘c:cién en T, ABCDEGHF represontada en la figura I1.35 es de hormigén de médulo
de elasticidad E=2- 105 kg/em? y de tensidn admnisible, tanto a traceién como a compre-
ston de 120 kg/em?, ’
Se refuerza con placas metdlicas FE'HH' ¥ EE'GG’ (fig. 11.35) de médulo de elasticidad
E=2-10% kgfem? y tension admisible
U39 = 2400 kg/em?

de 60 cmde altura y 4 ¢m de ancho, cada una,




-~ B ’ G Se pids:

20cm, 1.°) Comprobar si tinlgamente la sec-
o oldn de hormigén es capaz de te-
sistir un momento de 36 mTn.

-T:-
-
m

2.°) Hallar ¢l momento que puede so-

80 ¢m. portar la seccion reforzada.

¥ Resolugidn:

RSy
.

Vamos a comenzar hallando el momen-
to flector que es capaz de reslstle la sec
eién de horinigdn, Para ello oblenemos el
cantro de gravedad de la misma, de forma

=
@
G)_.

H

E 40 em. { 20 em. | 40 em. |
F : i T 1

que si lamamos yq a la distancia de aquel |

Fig. 11-35 respecto de la fibra inferior, tenemos:

ve = 100'20-70+60'20-30=55cm

10020 + 60+ 20

El momento miximo que puede soportar la seceidn, producird la tensiébn admisible
en Ia fibva mds alejada.del centro de gravedad. Por tanto:

_120-1,
Mrnax *= 56
donde . )
e 108529% 4 100 20- (1617 + 200 420 60 (2612 = 1,626+ 109 e

lwego .= 36,40 mTn,

Resulta, pues, que 1a secoién de hormigbn 1o s capaz de soportar por sT sola el momento de
BmTn .

Al colooar las placas metdlicas, la igualdad de deformaciones entve puntos de acero y hor
raigén, situados en la misma fibra, da la condiciéh:

Ya =
B En

y sustituyendo los valores de los médulos de elasticidad, dados en of stunciado, tenemos:

U, =100y

fuego si e} hormigdn, en la fibra mds alejada de la fibra neutra, trabaja a 120 kgfem?, el acero
ha de trabajar a 1200 kg/em?, lo ocual es vélido puesto que la tension admisible del acero son
2400 kgfem?.

Sabemos que cuando toda la seccién es del mismo matevial la fibra neutra pasa por el centro
de gravedad y, hasta ahora, los problemas que hemos resuelto de secciones formadas por mate-

riales distintos, coineidfa el ceniro de gravedad en cada wno de tos materlales. Sln embarge,
en este caso no ogure asi y tensmaos que comsnzar por Ia determinacidn de la fibra neutra del
conjunto, Para ello, recuérdese qua se hatlabala fibra neutra, en flexion pura con la condleidn
_de que la resultante do las fuerzas a que daban hugar las tenslones fuese nula. Si elegimos un

] 7 demento diferenclal de drea de ancho dy (fig. 11.35), la vesuliante de fuerzas que actda

sobre &I, serd:
a,  dA, Fay dA

slando dA, y dAy, vespectivaments, las dveas de acero v de hormigdn en el elemento diferencial.

Pero como 4, = 10 0y, la expresién anterior sg convierte en:

100, - dA, + 0y dAp =0, {10+ dA, + dA,)

.. Vemos, pues, que si multipticamos por la velacion entre los médulos de elasticldad, el area
del aeoro podemos  considerar, toda la seccién como si fuese de hormigén (pero trabajando a
la tensién admisible del hormlgdn) siampre y cuando gue se cumpla ‘

E,
1Taam? eero = E; {0s¢m }Igorm!gén

o trabafando a
wad""a—:ero

Ea
Ey




4

figura T1-35 y la seccién de hormigdn (con
una Oyqm = 120 kglem?) de la figura H-36,
absorben el mismo momento. :

0x, de la nueva seccldn es;”

luego el méximo momento que absorbe la
seceidn es:” ’ ‘

sean Idénticas es necesario que a= 0, lo cual nos da una propiedad intere
resolucién de problemas, que es Ja siguignte:

. . .
: (Ua'drn)acgm < E—h (Gad"",hmm}gbn

En nuestro caso, la secolén mixta de la

100 ¢m.
I

.-

El momento de Inercia, respecto del efe

I

I,,‘:m%@ =4,26+ 106 ¢m4 ) 80 ¢, |

40 cm.

- 120:4,26:10%

Moy = e =127,8:105cm kg=

= 1278 mTn. Fig. 11-36

[ .0

Sea una seccién rectangular, de ancho ¢ y canto h (fig, 11-42),

Para hallar su nioleo central, tendriamos que encontiar los polos de las Infinitas rectas,
tangentes a la seceidn (que no la corten en otros puntos),

Sin embargo, mediante la propiedad de Ia pelaridad estudiada anteriormente, sabsmos que
sies A ol polode(a) y B el polo de (b}, los polos de todas las rectas que pasan por el punto F

niicleo ABCD (fig. 11-42).
Vamos entonces a hallar los polosde (a) y (b),

La recta (a) tlene de ecuacion: h
b 7

¥ puesto que los ejes Ox, Oy son prinelpales de inercia, la ecuacién general de la polar serd la
dada en [11-16). Y

3

Para que las ecuaciones

Cuando una polar es paralela a un efe de la seceldn, su polo est4 sobro el otro gje,

Al ser g= 0, laeouacion general de la polar queda de |a forma:

I

y=—k

b §2

24




o identificando ambas rectas, resulta:

YV
21
dedonde:  b=- X
& aonde hﬂ

y teniendo en cuenta, que en un rectangulo de ancho ¢ y canto h es:

=1l w Q=
Ix _120h ch

h
h=— =
queda 8

Luego las coordenadas del punto A, polo de la recta (a) son

e=0, b=-1

Gz

Haclendo lo mismo con la recta (b), tenemos, como coordenadas de B

C
a==—, h=0
6

. Resulta, pues, que el nicleo central de un re¢tdngulo de ancho ¢ y canto h, es un rombo con
las diagonates coincidiendo con los ejes de la seceién y de tal manera que la diagonal seqin la

direccidn del canto vale % y la diagonal segiin la diveccién del ancho vale :%

] ) ] = .
. Como caso particular, de gran importancia prdctica, vernos que si la carga N de compresion
tiene su punto de aplicacién en alguno de los ejes 0%, Oy, en tanto que la movamos sobre los
tercios centrales de los mismos, no aparecerdn tracciones en la seceion, sea cual sea el valor
de N.

- En general, siempre que la cagra N de compreslén tenga punto de aplicacién en el nicleo
. central, o en cualquier punto interior a él, la seceldn no soporta tracclones.

(o] 2§

Hallar el nicleo central de un cireulo de radio R (fig. 11-43).

Y Como hay simetiia respecto de
cualquier eje, basta con hallar el polo
A de una tangente cualquiera {a).

La ecuacién de la recta (a) es:

y=R

R Identificando con la ecuacién de
¥ la polar, igual que hicimos et el caso

.Q / anterior queda;
I
A e o
k Bes O
) . de donde

Flg. 11-43 ¥y}

y teniendo en cuenta que en ¢l eireulo es

a
I)‘:E‘?u " 2 =7R?

queda:

!
b= el
4

de donde se deduce que el nicleo central de una secclédn ciroular es una citcunferencia de radio
igual a la cuarta parte de! vadio de la seecion,

S it 4 ek




‘mr&rﬁ'&‘] ? 2 Y
Hallar el nicleo central
de una seccién eliptica

(fig. 11-44) de ecuacion S|
2 : ]
.x_i. -+ .y_ == k
mtoot \[ﬂ\
: ' X
La ecucién de una tan- 5 =

gente cualquiera (a) serd:

_ Xsenq 4 yeos& 4 ..q
m

ecuacién que tendremos .
que identificar con la Fig, [1-44.

scuacion general de la polar, referida a ejes principales de inercia:

ax 4 by , 4 _
By hygd o
ly ly £
queda pues A b 1
LN P VS
- sen cose  —1
m n

de donde:

y eliminando ¢ entre ambas expresiones queda:

at n b

P I \?
P K
(m S?,) (nﬂ)

, . - I |
que representa el nicleo central, que como vemos es otra elipse, de semiejes: ﬁ ; Fﬁﬁ
n

o

fﬂ'O: o 2;%.\}

Hallar el niicleo central
de la figura I1-45,

Sea el tridngulo Isésgales
de vértices P, Q, R refe-
rido a un sistema de ejes
con el origen de coordena-
das - coincidiendo (como
stempre) con el centro de
gravedad de la seccibén
(fig. I1.45), '

—

C

El micleo central serd
otro tridngulo cuyos vérd.
ces A, B, C serdn los polos
de las tangentes (a), (b),

(
o/
(c). Como los polos Ay C f

— %l
Wi

-estardn simétricamente dis-
uestos respecto del eje
y, basta para definiv el

ucleo’ central con hallar o
polosBy A, . Fig. 11-45

La recta (b) tiene la ecuacion: I
i = _l
LR
Identificando con la eduacidn genewal de la polar, referida a ejes principales de Inercia,
queda: i
; jf}{ —~_nh

/// —Talxﬁ 3

luego b= Ll(’i ,a=0, que serdn las coordenadas de B.




LS

La recta (a) pasa por el punto R (0, %‘) y tiene una pendiente p=— %lgluego s ecuacion

serd:

2h _2h

a e o 3

b a 1

I Iy 0

de donde: ] o

_ 31 31
. _— .J " e X
Lt Sl v

que son las coordenadas de A,

2y

Hallar el niicleo central de la pieza de la figura I1.46.
Tomamos el origen O de coordenadas coincidiendo con el centro de gravedad de la seccidn.

El niicleo central es un polfgono cuyos vértices son los polos de las vectas (a), (b), (¢), (d),
{e), (f). No obstante, el polo de (c) serd sm\étuco vespecto del eje Oy.del polo de (e) vy lo
mismo sucede con los polos de (b) v (f), y por ello basta con hallar los polos da (a), (b), (c), {d).

"Polo de la recta (a):
La ecuacidn de (a) es y = hy. Identificando con la ecuacion de la polar queda:

Polo de la recta (b): .
La ecuacién de (b) es x = q. Identificando con la‘ecuacién de la polar queda:
I
o, =
a 05 b=0

q
|
nooc D
i E (b} .
P ’ : ;
B/ ) \ X
€) A €
£ L. h2
d)
S
Fig. [1-46

Polo de la recta (c):
Lia ecuacién de la recta (c) que pasa por los puntos:

Rilg,p) S (m,—hy)

serd:

xthy +p) +y im—q — (qh, +pm) =0

e identificando con la ecuacidn de 1a polar, queda;

a b L
by Ll _ :
hy +p m-—q —[qhg -+ pm)
de donde: .
= lythy +p) 7 b I g —m) : .
Q(qh; +pm) Q(qh, + pm) }

Polo de la recta (d):
La ecuacién de (d)es y=—h,.

Identificando con al ecuacién general de la polar queda:

|
a=0 it h= —%
|119
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La pieza en T, cuyas dimensiones se indican en la figura 11.47, a cual es de hormigdn con
un médule de elasticidad E =2+ 10° kg/on?, con una tension admisible a compresién de valor:

G, =200 kg/em?

y conuna tensidén admisible & traceidn, nula.

}y
|
—_ ; —
G cm. I
-+ |
1
|
|
60 ém. 1
]
1A A PTn.
,—- mmmmmmmmmm
| 4em.
A I s
otoom. ol soon
Fig. 11.47

La seccidn estd sometida a una carga P Tn de compresién, situada en un punto A del
eje de simetrTa de la seccidn, que dista 4 em de la fibra inferlor.

Se pide:
1.°} Profundidad de la grieta que se forma.

2.°) Valor maximo de P que puede soportar la seccidn.
{Propuesto en examen en la ETS{ Caminos de Madrid.)

Resoluelén:

Como la carga P actia por debajo del centro de gravedad de la seccién), serdn las fibras

I supariores las que comiencen a agrie-

_____ e —— = tarse, ai no poder soportar los esfuer-

E_ i t 204 de traceidn. En el momento en que

se agrietan dejan de cumplir su misidn

! resistente y a estos efectos, desapare-

{ ¢e toda la porcidn de material agrie-

D F tado. Quiere esto decir, que si la grieta

llegahasta la profundidad h (fig. I1.48),

A x  la parte de seccidn EDBC es la que

- ) tiene que soportar la carga de P Tn

201\/,1) "’"dff B ' o y ¢ resto (de puntos en la figura
UTIH. ! I1-48) s como si no existiera.

Fig. 11-48

Pues bien: los puntos que estén por debajo de la fibra FF (fig. 11-48) teabajardn a una
compresion que itd anmentando a medida que la fibra se aleja de FF. Los puntos por encima -

de FF han desaparecido y precisamente los puntos de la seccién, situados en la linea FF,
trabajardn a tensién nula. O lo que es lo mismo, la Iinea FF es Ia polar del punte A, Dicho de

otra farma: el punto A es el extremo inferior del nicieo central de la seccidn rectangular :
EDCB, .,

Pero como sabemos fefercicio 6], en el rectdngulo, ol extremo inferior del niclea cenlra]
dista del centro de gravedad. una cantidad que en este caso {fig. I1.48) valdrd: }, Por
eonsiguiente: 6

J'Z- %‘1' 4
de donde X = ,24# ch. l}( 58

Luego 1a profundidad de la grieta e h=7-~x= Zé cm,

La tensién méaxima aparecerd en la flbra BC
y segtin [F1-13]; Ja tension en un punto cualquiera
de ella, sord: (trabajando en kg y cm) gt

P =12 {2
R Ty e T
%fz. 2 J“ % fem ?

y obligando a que la tensibn o, sea igual a . 2, (,Wl'(' -‘n—-“)
-~ 200 kglem? resulta: !.\ G
T A
RS G4000kg===04Tn, L e c Fb,.] oT-So

10em.

) O } L
120 5 & 000 /7"7 (Pa Prnim )

T o o SRS A b R R et

et r— i

£
A
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La seccidn de una presa de gravedad es trapecial con las dimensiones indicadas en la figu-
ta I1-51. El poso especifico del material de la presa os T=2,6 To/m? y ¢l del agua 7. = 1To/m?,
’ Se suponé distribucién hidrostitica de nre-
slones del agua sobre el paramento AB de la

Zm.  2m.
PR T presa, ]
S B € ‘ R Se coloca un tensor EC, anclado en el
— T punto C de 1a presa y el punto E del terreno.
Se pide:
p{b ?'), Fueorza minima que debe ejercer el tensor
Zom.  sobre ¢l punto C para que, suponiende que
2 Wb Ia barta AD no soporte esfuerzos de traccidn,
0, 5k2 — Dy gty & no s produzea grieta,
F y 39 N .
A F}- b Se supone que la dimensién ds la pieza,
PGS TATT T 7777 normal al plano del papel es 1 .
£ .
Fig. 11-51 . Resolucién:

Sobre la presa actia, su propio peso, ta
aceion del tensor y la accibn det agua,

Vamos a ir estudiando cada uno de ellos.

a} El agua ejerce una ley triangular de presiones normales al pardmetro AB, de tal forma
B que Ia presién maxima se eferce an ol punto A {fig. 11.52)

.y vale:
N Pa=vha=1"20=20Tn/m?

La resultante R serd el volumen de presiones:

20 R= %20-20:200%
. L ) .
/ ,// 2 aplicada en el punto P {fig. 11-52), tal que
2 A N =17 . Loy <(660m
Y Rig ns2 3 3 e
o Il menn

b} El peso propio, por comodidad, vamos a descompozeerlo en dos: uno el debido a la
parte AQF' (fig. I1-51) que vatdrd:

Py=25-2-20=1007Th,
¥ otro ¢l debido a la parte CFD qua valdrd:
P, = % 2.90-25=60Tn,
¢} El tensor no tiene mas mision que apretar fa presa contra el terreno, para anular las

tracciones que pudiesen existir como consscuencia del empuje del agua, ejarciendo una accidn
F de compresion sobre 1a presa.

Las acciones que s¢ ejercen, pues, sobre 13 seccion de base AD, serdn las representadas en la

. 53, o
figura 11-53 R \,@w v }.‘& N

Todas las fuerzas son normales

excepto R, que reducida a un pun- . #=100Ta. ¥ f* 50 Tn.

to cualquiera de AD, da lugar a una 8,665 m,

fuerza tangente a AD (y que por

tanto, no nos interesa a efecto de . AL D
la grieta puesto que suponemos ! ™

en este problema, que ésta se for l__ bm. [ 1m. [ E 1,333m. f
ma por tensidn normal de traccidn, .
no por tensiones tangenciales) y e

ademds a un momento de valor Fig. 11-53 L! BB YA

M= 200 6,666= 13332 mTn,

que s que produce tensiones normales.

Por tanto, sélo nos interesa el conjunto de fuorzas M, Piy Py ¥ F, sistema que podremos
sustituir por una fuerza dnica N, tal que N
A
C}?,M.{’w e e
y-ademds el momento del sistema N por un lado v del sistema M, Py, P, ¥ F por otro, respecto
de cualquier punto, sea el mismo.

X:) : ﬂ{f )’;SJN”M{




! —> (VA y
Ahora bien, para que no se produzca grieta (si queremos hallar el valo] mrnimo de F)
es necesario que el sistema resultante N esté . ) 7N
H ' aplicado en el extremo del ntcleo central P4 ( F.l
— : ~-P2
— (fig. I1.54), A Y 7
6 N Obligando aque ambos sistemasden el mismo  f— M.,,:/’ o q'ﬂ____. /{‘ 3373 m:
| momento respecto del punto 0, tenemos: A P2 . B 193957 hefim. |
AT I 1 T =1 !
- 60 -,0;393 |
D =1333,2—100- 1333 - F - 0893+ 6 _— 0,6€€ = e 1.
A@ J it 6 1% 1 A666  0166¢ 0,0 Fig. 11-64 ! > -
e de donde:
2 ! va 5, P‘l F = 36563+kg = 9;653Tn. .
s i e S S A4q,9keq = 4,15 tn
e | Ny S ] o
Y. . VW actua en el cbiemo del nucleo centrl Oy
W&
Dada la pieza, cuya forma y dlmensmnes se indican en la figura I1-55 y en la que las tensiones
@7 admisibles, son:
a compresidn: 0, = 120 kg/em?
a traccion: 0, =60 kglem?
Se pide:
Hallar la méxima distancia d, por encima del borde superior, a la que puede actuar una
fuerza de compresion de 200 Tn, situada sobre el eje de simetra de la pieza.
2
y Resolucion:
. ) Vamos a comenzar hallando el centro de grave-
e dad G y el momento de inercia l,.
T Llamando yg la distancia de G a la fibra infe-
3 % rior de la seceién, tendremos:
€0 cm. " — 100-20-90+2:60-10-50+20-60- 10
o= 100-20+2-60:10-+20-60
T =57,273 cm.
20cm.
o 100 - 20
| 40 cm. : ly= —5 +100-20(32,727) +
20 60 cm. 20¢r ; .
>~ x | © 42 [10050’ +1060 {7,273)? ]+ 020,
=| Fig. 1165
b +60-20-(47,273)? = 5,353 - 106
+ Las coordenadas del punta de aplicacion de la carga seran

O d+azms __ A0o-5%3,233

La tension on la fibra superior (de la cval elegimos el punto (0, 42,727) por comodidad y
puesto que la tension en todos ellos son iquales), sera: (trabajando en kg y cm) segiin [11-13]:

] — (=200 10%) 42,727
0,= ==L} (d+42,727) (200 - 103 e =—120
! by ' e ! i ! 5,353 - 106 !

de donde  d = 3,564 cm.

Hallando la tensién en el punto (0, -57,273), tenemos:

o N 3
0, = 20010 4 4 42727) (-200- 109) —‘57_27?1 =+60

44+ 102 353 106

dedonde d=6,5664 cm.
El menor de los dos valores de d obtenidos es 1a solucién buscada. Por tanto: 5

d = 3,654 cn.

*

mw» ? ?
La secc[on cuya forma y dimensiones se indican en Ia figura I1-56 estd sometida a un

momento M, =— 2 mThn,

La tension normal admisible del material que forma la seceidn, es tantoa compresion como
a traccion, de 80 ka/ern?,




Punto Ao aphica u'r‘zj'_.
Se pide: AQ#“[DM“\; e Y/A

Determinar ef maximo valor que T N
puede tener una fuerza P, normat a la 2dcm. P \36: \ N
seccion y de compresién, sctuando en | ’
el eje de simetrfa y a 12 em por enei- e 3
ma del ¢centro de gravedad. M ] \ X

{Pro i ) ( 1 gq

puesto en la ETS1 de Caminos 120m i .
de Madrid). - (& \
L% 36
Resolicidn: :
1 A X X

El momento M, produce compre- B
slones por encima de la fibra neutra [Zhem_j2dem | 48cm. 24em. | 2dem |
(eje Ox) y tracciones por debajo. La r i = BB R
fuerza P produce compresiones por Fig. 11-66
encima de la fibra neutra, Por lo 1% ' I
tanto, al fibra superior es seguro gue trabaja a compresion, 'f L l/f

Llamando yg a la distancia del centro de gravedad 0, a la fibra inferior, tenemos:

_ 144024.84+2-72-24 - 36
Ye 14424+ 272 - 24

=0 cm

5 4036
El ntomento de inercla respecto del e Ox, sera:
|x=?i‘i;?2—“3+m4-24£/(2_412 +2[25‘7'T723 +24-72-(24)2] =B,64- 106 cm?
i §4~6o )
“Enun punto de la fibra superior, que por comoedidad  tomaremos e de coordenada {0,36), = A
tendremos una compresidn, debida al momento, de valor absoluto: (trabajando en kg y em)

TR 108 136 -
M= -2mbs 200" leg o FLen gy f&.

En el mismo punto, debido a la carga P tendremas una compresion que, en valor absoluto,

e,

valdrd: b, \
Mo = mpmeuto en o pfb-)”;lw-_&és_ (=« ”’f‘/)

N ' ¥ 6912 564-105 =L I
dude P P s pido -

Como la compresion total, en valor absoluto ha de ser de 80 kgfem?, tendremos:
_ 2105 - 38 P + 12P-36

S0 504105, 5012~ 6,64~ 10¢
: dedonde P=3038410° kg, WM e

i _ " Enla fibra inferior, o tenemos compresion, en cuyo caso serd més pequena que la que existe
en la fibra superior en cuyo taso no hay nada que comprobar, o tenemos traceién debido al
momento de 2+ 10° cm kg v al momento de 12 P ¢m kg, En este €a50, tenemos que asegurarnos
qus 1o sobrepasa a la admisible. La traccién en la fibra superior (eligiendo el punto 0,60} serfa:
. . N
G\n? Tontivn g, B debide 4 M My B

i

an ool _2-105-60, 12P-60 P .
Se Arvtan ”’Q\t’(tif)ﬂﬁio;, A 584105 ' Ggacfos gorz O obtion e P<Lo Janptos ble.
wit g | I——"

Tqualande a 80 ka/em?, obtenemos: un valor de P que resulta negativo. Quiere decirse
que en la fibra inferior nunca puede Nogar la traccioma 80 kglem? luego la solucion es

P =303,84 + 103 kg.

Vpﬁ Tewolm gn 8 Adebido a P
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Hallar la distiibucion de. tensiones tangenciales en una seccion rectangular de altura 2h

y ancho b (fig. 11.64) debida a un esfueizo

) “cortante Q,
. b |
Resolucidn: . c
La expresion que da T, es: T ’///////7 )
o= QMg h : /_-....h.
Oy fp | [y -CCI)'
siendo 1ty ¢l momento estdtico del 4rea situada
por encima (o por debajo) de la fibra donde que-
remos hallar la tensién, respecto de la fihra D
neutra,
Por tanto: . o e
Mg =%(h’i “viyo U= %b‘ h3 Fig. 11-64

2 2
Ty = & Q‘:—%h-;y—-) ley parabélica, con el méximo de la fibra neutra.

*

=] 3 6

Hallar la disteibucién de tensiones .tangenciales en una seccién cireular de vadio R
" (fig. 11-65), debida a un esfuerzo cortante Q.

/% Resolucién:
I % el — — — - ay=2 YR? —y2 ; )= TR
/ y \ Zoy 4
2] X ,
R

o
/ 3
fg=2] .y VR?—y2 'dyagtﬂ?_ﬂ,ﬂl /2
Y
4 [ a v
Toy= = | —— 1-
Flg. 11-65 V3 (ﬁﬁ"‘) ( H‘)

loy parabblica, con el maximo on la fibra neutra.
*

EféFélclo 27. 34

Hallar la distribucién de tensiones tangenciales en un rombo (fig. 11-66) de diagonales,

2h y la debida a un esfuerzo cortante Q.

Resolucién:

. .
h %% - mg = ﬁ {(h=y) ydy=

aD ,l\ % o ¥ *
Jd X _1a
; ~HE(hhvl (h2 + hy — 2y2)

6

; h
! _Q y y?
=2 +Y _o¥
! | Ty =2 (1 h zm)
s =
d El mdximo de 75, se obtlene
= — para .

- |=<
Sy

Fig. 11-66

il P A e b b, o,




y este maximo vale
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Hallar 1a distribucién de tensiones tangenciales en una doble T simétrica, cuyas dimensiones
se Indican en la figura I1-67, para un esfusrzo cortante Q. c

Yy
_ A
[
h B
e y
. 1" x
4]
h
A
- 2b. ]
I =1
Fig. 11.67

Resolucion:
En este caso gy disminuye bruscamente al pasar de las alas al alma de la viga.

Para una fibra de ordenada y tenemos:
ag = 2b
g =2b+ (h — vy} H——(hjy) =h (h? —y2)

Por tanto: '
- Q- b(h?—y?) _ Q(h?—-y?)

Toy Tb1 - 20

Para una fibra de ordenada y' tenemos:
' ° i + il
agve; MmMy=2bh-e" (h-- -;—) F+e(h—e—vy') (v_ph_el

La ley de distribucién de tensiones se dﬂ:‘;qja en la figura 1167,
®

(o] 3 R

En Ja seccldn en T euya forma y dimensiones se indican en la figura I1-68, se aplica, en el

punto A una carga de 2F a 45° con la horizontal.

2
Y 2F
Ve’
45°
- A A
20 F

40

&
-
B
=
R L)

Fig. 11-68




Se pide:

i Suponiendo que la tensidn normal admisible, tanto & tracctén como a compresién es de

| 80 ka/em? y que la tensién admisible tangenaial 85 de 40 kafem?, hallar el maximo vator de : ' e
F que puede sopartar la seccidn. ’ ’

Resolueién:

Vames a comenzar hallando ¢l cantra de ravadad de la seccldn y &l momento d¢ fnercla
respecto de la fibia neutia.

Llamando ya a la distancia del centro de gravedad a la fibra inferior,
momentos estdlicos respecto a dicha fibra infevior):
= A0-20-B0+40-10-20 40 cm
4020+ 40+ 10

tenemos (tomando

Ya

Il momento de Insrcia de la seceién respecto de la fibra neutea serd:

‘. 3 . 3
I 40150 +40-200 (1002 + 19mii?59l + 10+ 40+ {20)% = 32 - 104 ot

Vamos a comenzar por las tensiones normales, Podemos, o bien aplicar la scuacién [1-13],
o bien redueit la componenta horizontal de la carga F, at centro de gravedad da la seccion
dando Jugar a un axil F y a un momento 20F,

T

En la fibra supevior tenemos una compresidn, que valdrd:

F 20F - 20
PN A A LA
¢ 1200 32-104

quelgualadaa80 daunacarga F do valor:

© F=38400 kg

En la fibra inferiov, habed traccién debida al momento y compresién debida a la carga.
La traceidn total serd:
_20°F-40 _F

9% T3 T 100

Igualando a 80 kg/ecm?, obienemos!
F = 48000 kg ‘

El cortante, da una distelbucidn de
tensiones que pava puntos por encima de

la fibra neutra obtenemos de la siguiente FL_’
3 manera (fig. 11-69)
‘ 2, =40 mg=40{20—y} @;ﬂ = 20 /////////////

20 (20° — y?) Jj
[=32-10* emd.
luego
; _ Fr20{202 —y2) F-{200 —y2)
! A T T aET G4+ 100

La distibucidn de tansiones tangen- :
clales por debajo de la fibra neutrs, la . Fig. [1-69
obtendremos de la siquiente manera (figu-
‘ra H-70).

40+
a0=10 } mg=10{40—y) Lwa—i’l

=65 {402 — y2)

1=32-104

L Fr51400 —y2) _ F {402 —y2)

oy ™ ~40.32- 10° 64104

4 distrlbueién de tensiones cortantes total, la tenemos representada en la figura I-71, dan-
a dxima tensidn es la fibra neutra.




N

{Tq ) max,

N

Fig. i1-70 Fig. H-71

Haclendo v = 0 en Ja dltima expresidn tenemos:

- F-a0p
mix g4 108

{7l
‘Igualando a la tensidn tangencial admisible, obtenenloé:
F = 16000 kg

Et monor de los tres valores de F obtenidos es el mdximo que puede aguantar la seccldn,
esdecir: F=167Tn,
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